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要　旨

　パワースペクトル密度の推定を行う方法として実用されているものは、3 種類に大別される。第 1 は Wiener-
Khintchine の関係式を用いる方法で、標準法あるいは相関変換法と呼ばれる。第 2 は高速フーリエ変換法（FFT 法）

である。推定精度については両方とも同程度であるが、計算時間の点では FFT 法がやや優れている。第 3 の方法は

赤池による FPE（Final Prediction Error）法と呼ばれる方法であって、上の 2法に比べて推定精度の点で優れている。

FPE 法はそのパワースペクトル密度を推定しようとしている不規則過程を自己回帰過程であるとして解析するもので

あり、真の過程が自己回帰―移動平均過程（ARMA 過程）である場合には原理的にある程度の偏り誤差が生ずるのは

やむを得ない。

　筆者らはこれらを ARMA 過程に拡張すべく取り組んだ。拡張 Yule-Walker 方程式を用いると ARMA 過程における

AR 部のパラメータ推定値及び自己相関関数推定値だけを用いてパワースペクトル密度推定ができることを導き、その

数式を導出した。これにより、ARMA 過程から生成されたデータを元にパワースペクトル密度を推定すると、FPE 法

により特に低周波領域において良好な結果を得た。

　本論文では、AR 過程においても拡張 Yule-Walker 方程式に加え Yule-Walker 方程式も加味した新たなパワースペ

クトル密度推定式を導出、提案する。以前筆者らが行った取り組みでは、低周波領域におけるパワースペクトル密度の

推定精度向上が図られた。今回の改善では Yule-Walker 方程式部分の取り込みが完全なものとなり、さらなる推定精

度の向上が図られる。今後は様々なケースで検定することの他、ARIMA 過程などにも本手法を適用するなど、適用範

囲の拡大を図りたいと考えている。

Abstract

In estimating power spectrum density, there are three major estimating methods. One is a standard method which 
utilizes Wiener-Khintchine equation. The second one is a FFT (Fast Fourier Transform) method. The third one is a 
FPE (Final Prediction Error)method which was proposed by Akaike. FPE method is the method which fits 
Autoregressive (AR) model to the original time series and thereby holds biased error when the process is generated 
by Autoregressive Moving Average (ARMA) process. In the former paper, this method was extended to ARMA 
process by us. By utilizing Yule-Walker equation, the new equation of estimating the power spectrum density was 
derived. It can be stated by using only AR part parameters and autocorrelation function. Good estimation result of 
power spectrum density was obtained especially in the lower frequency part compared with FPE method. In this 
paper, the new equation of estimating the power spectrum density is proposed. This new method utilizes full part 
of Yule-Walker equation as well as Extended Yule-Walker equation and much more exquisite estimation of power 
spectrum density can be achieved. This method should be extended to the ARIMA (Autoregressive Integrated 
Moving Average) process in the near future.

キーワード：パワースペクトル、ARMA モデル、AR モデル、Yule-Walker 方程式、推定
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1. はじめに
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Khintchine の関係式を用いる方法で、標準法あるいは相関変換法と呼ばれる [1]。第 2は高速フーリエ変換法（FFT 法）

である [2]。推定精度については両方とも同程度であるが、計算時間の点では FFT 法がやや優れている。第 3 の方法は

赤池による FPE（Final Prediction Error）法 [3] と呼ばれる方法であって、上の 2 法に比べて推定精度の点で優れて

いる。FPE 法はそのパワースペクトル密度を推定しようとしている不規則過程を自己回帰過程であるとして解析する

ものであり [4]、真の過程が自己回帰―移動平均過程（ARMA 過程）である場合には原理的にある程度の偏り誤差が生

ずるのはやむを得ない。

　定常エルゴード的不規則過程の一つの標本関数 ( )ty が与えられたとき、この過程の自己相関関数およびパワースペ

クトル密度は
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ない。

　前回の取り組みで、低周波領域におけるパワースペクトル密度の推定精度向上が図られたが、今回の改善で、如上の

ような Yule-Walker 方程式部分の取り込みの完全化により、さらなる推定精度の向上が期待される。

4. パラメータの推定

　AR モデルのパラメータ [ ]Tnαααα ,,, 21 = の推定は Yule-Walker 方程式 (9) の解が漸近的に最尤推定であること

が知られている [6]。ただし、筆者らの前回の検討で得られたように拡張 Yule-Walker 方程式で自己相関関数をできる

だけ多く生かしてパラメータを推定したものをパワースペクトル密度推定に活用すると、低周波領域における推定精度

が良くなることが期待される。そこで、前回行った方法も併せ示す。その方法は次の通りである。

　統計的誤差を含んだ推定値 iR̂ ( )Ki ,,1,0 = が得られたとき、拡張 Yule-Walker 方程式 (21) を利用して{ }sα を推定

しよう。最小二乗法を適用する。すなわち
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なる関係がある。したがって、 1=M から逐次M を増加させて計算を進める場合は、逆行列の計算
を行うことなく ( )M

1
ˆ
−

F を得ることができる。 
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を得る。

改善で、如上のような Yule-Walker方程式部分の取り込みの完全化により、さらなる推定精度の向上が期
待される。 
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なる関係がある。したがって、 1=M から逐次M を増加させて計算を進める場合は、逆行列の計算
を行うことなく ( )M

1
ˆ
−

F を得ることができる。 

 

(31)

なる関係がある。したがって、 1=M から逐次 M を増加させて計算を進める場合は、逆行列の計算を行うことなく

( )M1ˆ −F を得ることができる。

5. 次数の推定

　次数の推定として、AR モデルにおいては FPE 法がよく使われており、ここでもその方法で計算すればよい。　

6. おわりに

　以前筆者らが行った取り組みでは、低周波領域におけるパワースペクトル密度の推定精度向上が図られた。今回の改
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離散時間線形モデルのあてはめによる改訂パワースペクトル密度の推定

善ではYule-Walker方程式部分の取り込みが完全なものとなり、さらなる推定精度の向上が図られる。今後は様々なケー

スで検定することの他、ARIMA 過程などにも本手法を適用するなど、適用範囲の拡大を図りたいと考えている。
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